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1. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej x definiujemy wzorem:

le:{x da x=0
—x dla x<0

Liczba |x| jestto odlegtos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0.

Dla dowolnej liczby x mamy:

x| =0 |x| = 0 wtedy itylkowtedy,gdy x =0 | —x| = |x]

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y mamy:

lx +yl < lx| + |yl lx =yl < [x| + |yl |x -yl =lx| - |yl

Ponadto, jesli y # 0, to:

|x| | x|

vyl

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz r = 0 mamy:

|x —al <r wtedyitylkowtedy,gdy a—-r<x<a+r
|x —a| =r wtedyitylkowtedy,gdy x<a-r lub x=>a+r

2. POTEGI | PIERWIASTKI

Niech n bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a definiujemy
jej n-ta potege:

a=a-a-..-a
| ——
n razy

Pierwiastkiem arytmetycznym Va stopnia n zliczby a > 0 nazywamy liczbe b >0
taka, ze b™ = a.

W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywiste] a prawdziwa jest rownosc:

Va2 = a|




Jezeli a <0 oraz liczba n jest nieparzysta, to Ya oznacza liczbe b < 0 taka, ze
b™ = a.

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnigeja.
Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

. -n 1 0
- daa+0: a = oraz a =1

- dlaa=>0: an="4"am

_m 1
n

- dla a>0: a =7U__m
a

Niech r, s bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jesli a > 0 i b > 0, to:

T
— AT+S ™S _— TS a__ r—s
=a @) =a -=a

(@a-b)'=a"-b" (E) = —

Jezeli wyktadniki 7, s sg liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg dla
wszystkich liczb a # 0 i b # 0.

Niech x, y bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Jezeli a € (0,1), to nierowno$¢ a* < a” jest rownowazna nierébwnosci x > y.
Jezeli a € (1, +x), to nieréwno$¢ a* < a” jest rownowazna nieréwnosci x < y.

3. LOGARYTMY

Niech a >0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie a nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do ktérej nalezy podnie$¢ a, aby otrzymac b:

Cc

log, b =c wtedy i tylko wtedy, gdy a=b

Réwnowaznie:

aloga b _ b

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0,y > 0 oraz r prawdziwe sg rownosci:

log,(x-y) =log,x +log, y log, x" =7 -log, x

x
log, (;) = log, x —log,y




Wz6r na zamiane podstawy logarytmu:

jezeli a>0,a+1,b>0,b#1 oraz ¢ >0, to

l _log,c
08p €= log, b
W szczegdlnosci:
1 =
08a b log, a

Zapisy logx oraz lgx oznaczajg logq, x.

4. SILNIA. WSPOLCZYNNIK DWUMIANOWY

Silnig liczby catkowitej dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od 1
do n wigcznie:

n=1-2-..-n

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Dla dowolnej liczby catkowitej n = 0 prawdziwa jest réwnosc:

nm+D!'=n'-(n+1)

Dla liczb catkowitych n, k spetniajgcych warunki 0 < k < n definiujemy wspoétczynnik

dwumianowy (Z) (symbol Newtona):

!
(Z) K (nn— i1

Prawdziwe sg réwnosci:

ny nnh—-1)n-2)-.-(n—k+1)
(k>: k!

=1t Q=n  GIJ=m ()=t
=G0 @+Gi)=Gi)




5. WzOR DWUMIANOWY NEWTONA

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

(a+b)" = (g) a + (711) a" b+ ..+ (Z) a™kpk + L+ (n n 1) ab™ ! + (Z) b"

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

@b = (e (e o F (et s o n ()

6. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a+b)? =a?+ 2ab + b? (a+ b)3 =a®+ 3a?b + 3ab? + b3

(a — b)? = a® — 2ab + b? (a — b)® = a® —3a?b + 3ab? — b3

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

a®—b"=(a—-b)( @ +a* b+ ..+ a"*p¥ 1+ . +ab™ %+ b))

W szczegolnosci:

a’? —b?=(a—b)(a+b) a?—1=(a-1(a+1)
a® — b3 = (a—b)(a?+ ab + b?) a —-1=((a-1D@+a+1)
a®+ b3 = (a+ b)(a? — ab + b?) ad+1=(a+1)(@*—a+1)

a"—1=(@-D@"1+a" %+ ..+a+1)

7. FUNKCJA KWADRATOWA

e  Wyréznikiem A tréjmianu kwadratowego ax?+ bx +c¢ (a # 0, b, ¢ € R) zmiennej
rzeczywistej x nazywamy liczbe

A = b? — 4ac

e Posta¢ ogdlna funkciji kwadratowej: f(x) = ax?+bx+c, a+#0, b,c€R, x ER.




Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

b A

W=(@q gide p=--—, q=-,

Gdy a < 0, to ramiona paraboli skierowane sg ku dolowi. Gdy a > 0, to ramiona paraboli
skierowane sg ku gorze.

a<O0 y
yA yﬂ

Liczba miejsc zerowych funkciji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢

(liczba pierwiastkéw tréjmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan réwnania
kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0) zalezy od wyréznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma
dwa rdézne pierwiastki rzeczywiste, réwnanie kwadratowe ma dwa rozwigzania
rzeczywiste):

—b—+/4 =—b+\/Z

X1 = 2a 2 2a

2. jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (tréjmian
kwadratowy ma jeden pierwiastek, réwnanie kwadratowe ma doktadnie jedno
rozwigzanie rzeczywiste):

b
X1=xZ=_Z

3. jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie
ma pierwiastkow rzeczywistych, réwnanie kwadratowe nie ma rozwigzan rzeczywistych).

Postaé¢ kanoniczna funkcji kwadratowej:

f) =alx—p)*+q




o Jezeli A > 0, to funkcje kwadratowg mozna przestawi¢ w postaci iloczynowej

f(x) =alx—x)(x —x3)

o Wozory Viéte’'a

Jezeli A =0, to

C
x1+x2=_a xl-x2=a

8. ClAGI

e Wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n > 1, o pierwszym
wyrazie aq iroznicy r:

a,=a;+m—Dr

e Wzory na sume S, poczatkowych n wyrazoéw cigqu arytmetyczneqo:

4 ta, S 200+ (n—Dr

n 2 n n 2

¢ Dla sasiednich wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) prawdziwa jest rownosc:

_ an—1 + Apt1

a, = > dla n =2

e Wzdr na_n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,), okreslonego dla n > 1, o pierwszym
wyrazie a, iilorazie q:

a,=a;-q" ! dla n>2

e Wzory nasume S, poczatkowych n wyrazdéw ciggqu geometryczneqo:

da g=#1 Sp,=n-a; da g=1




Dla sasiednich wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) prawdziwa jest rownos¢:

(a,)?=a,_1 a,4; dla n>2

Suma wyrazow nieskoriczonego ciagu geometryczneqo

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,), okreslony dla n > 1, o ilorazie q.
Niech (S,,) oznacza cigg sum poczatkowych wyrazéw ciagu (a,), to znaczy cigg
okreslony wzorem S, = a; +a, + ..+a, dla n=>1.

Jezeli |q| < 1, tocigg (S,,) ma granice réowng

a,

S=limSn=1

n—-oo -_ q

Granice te nazywamy sumg wszystkich wyrazéw ciagu (a,,).

Twierdzenie o granicy sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggéw zbieznych

Jezeli ciagi (a,) i (b,), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n > 1, sg zbiezne
i lim a, =a oraz lim b, = b, tociagi (a, + b,), (a, —b,), (a,-b,) sazbiezne,

n—->oo n—-oo

a ponadto

lim(a, +b,) =a+b lim(a, —b,) =a—>b lim(a, b,) =a-b
n—-oo n—oo n—-oo

Jezeli ponadto b, # 0 dla n>1 oraz b # 0, to ciag (@) jest zbiezny i

bn
li an\ _ 4
i (5:) =5

Twierdzenie o trzech ciggach

Jezeli wyrazy ciggow (a,), (b,) i (cy), okreslonych dla n > 1, spetniajg nieréwnos¢
a, <b,<c, da n=>1,aciagi (a,) i (c,) sazbiezne do wspdinej granicy
lim a, = lim ¢, = g, to ciag (b,) jest zbiezny, a ponadto lim b, = g.

n—-oo n—->oo

n—->oo

Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, ztlozymy na okres n lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie
kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K, jest okreslony wzorem:

Kn=Ko-(1+1%0)n

10



¢ Woybrane granice

1 n

lim (1 + —)
n—oo n
lim ¥Yn =1
n—0o
lim Ya =1
n—oo
limg" =0
n—-oo

1
lim —=0
n-o N

lim n¥ = +o

n—>0o

=e

dla kazdego a >0
dla kazdego g € (—1,1)
dla kazdego k > 0

dla kazdego k > 0

9. TRYGONOMETRIA

e Definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

. a
Sina = —
c

b
cosa = —
C

t a
a=-—
8¢ =1

¢ Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

. y

sina ==

T

x

cosa =—

T

y

tga ==,

ga "

gdzie

r=|0M| =

oile x#0

B

YV 4

11

Jx2+y2>0 X 0

v



Wykresy funkciji trygonometrycznych

y1 y =sinx
1--
AN : : : -/ >
1 1
-7 - 0 P YI4 (4 2T X
_1_-
v y = cos x
—T P 0 %n T -7 2T X
-1+
. . y 4 : y =tgx
o
. I f f >
: s —%n 0 %n s 3 21 X

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi teqo samego kata

sina 4+ cos?a =1

sina 1
tga = da a+-m+kn, k€Z
cosa 2

12



Wartosci funkcji trygonometrycznych dla wybranych katéw

0° 30° 45° 60° 90°
a 0 1 1 1 1
6 4" 3" 7"
1
sin « 0 — E E 1
2 2 2
1
cosa 1 ﬁ E — 0
2 2 2
tga 0 ﬁ 1 V3 nie istnieje
3

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katéw

Dla dowolnych katéw a oraz [ prawdziwe sg réwnosci:

sin(a + ) = sina cos f + cosa sin f8
sin(a — B) = sina cos f — cosa sin 8
cos(a + ) = cosacosf —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

Ponadto
tga+tgf s
tg(a+ﬁ)=m gdy a,ﬁ,a+ﬂ¢§+kn, keZ
tga —tgpf T
tg(a — p) T+ tga-tgp gdy a,f,a B¢2+kn, k

Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

sin2a = 2sina cosa

cos2a =2cos’a—1

cos2a =1—2sin*a

cos 2a = cos? a — sin® «

2
tg2a = Tl oile tga istniejei tga # 1

13




Wybrane wzory redukcyjne

sin(90° — a) = cos a cos(90° — a) = sina
sin(90° + a) = cos cos(90° + @) = —sina
sin(180° — a) = sina cos(180° —a) = —cosa tg(180° —a) = —tga

sin(180° + @) = —sina  cos(180°+ a) = —cosa tg(180° + a) = tga

Sumy, réznice i iloczyny funkciji trygonometrycznych

: , a+p a-p atfp a-f
sina + sinf§ = 2sin cos cosa + cos f§ = 2 cos cos

2 2 2 2
. : atf  a—-p atf a-p
sina —sin f§ = 2 cos 5> sin— cosa — cos f = —2sin > sin—;

sina - sinff = —% [cos(a + B) — cos(a — B)]

cosa-cosf =

[cos(a + B) + cos(a — B)]

NIk N -

sina - cosf =

[sin(a + B) + sin(a — B)]

Okresowos$¢ funkcji trygonometrycznych

Dla kazdego kata « i liczby catkowitej k prawdziwe sg zwigzki:

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cosa

Ponadto jezeli a # 90° +m - 180° (gdzie m € Z), to:

tg(a + k- 180°) =tga

14




10. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia w trojkgcie ABC:

a,b,c — dtugosci bokoéw w tréjkgcie ABC

a, B,y — miary katéw wewnetrznych trojkata lezgcych
— odpowiednio — przy wierzchotkach A, B
oraz C

R, r — dtugosci promieni okregéw opisanego

e .. A c
i wpisanego w tréjkat ABC

h,, hy, h, —wysokosci trojkata opuszczone — odpowiednio — z wierzchotkéw A, B i C.

p — potowa obwodu tréjkata ABC, tj.
_a+b+c
P="7
C
¢ Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)
b
a
Jezeli w trojkacie ABC kat y jest kgtem prostym, to
A c

a? + b% = c?

Jezeli w tréjkgcie ABC diugosci bokdw spetniajg rownosé a? + b? = c?, to kat y jest
katem prostym.

e Twierdzenie sinuséw

a b c
— = 2R . .
sina sin siny

e Twierdzenie cosinuséw

a’? = b%? + c? — 2bc - cosa
b? = a? + ¢? — 2ac - cos B

c? =a?+b?—2ab-cosy

15



e Wzory na pole trojkata ABC:

1 1 1
PAABC:Ea'ha:Eb'thEC'hC

PpaBc =§ab -siny = Ebc-sina =§ca-sin,8

abc

PAABC=4R Prppc =p -7

Paasc =P =) = b)(p - ¢)
p 1, sin,[?-siny_lb2 siny-sina 1 , sina-sinf
AABC_Za sina 2 sin 8 _ZC siny

Ppyapc = 2R? -sina - sinf - siny

e Zwiazki miarowe w trojkgcie prostokatnym

Przyjmijmy, ze w trojkgcie ABC kat przy wierzchotku C jest katem prostym. Niech D
bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C na podstawe AB trojkata.

Wadwczas:
C
ab
h. = +|AD| - |DB]| hc=7
a+b-—c
r= > R=-c

1
a=c-sina=c-cosf=b-tga=b-—

e Zwiazki miarowe w tréjkacie rownobocznym

a — dtugos¢ boku trojkata rownobocznego
h — wysokos¢ tréjkata rownobocznego

a3 a?\J3
h=—" P, =
2 4
—1h R=-h
"=3 =3

16



Cechy przystawania trojkatow

C M

A B K L

a) cecha przystawania ,bok—-bok—bok” dla trojkgtow ABC i KLM:

dtugosci bokéw trojkata ABC sag réwne odpowiednim diugosciom bokow tréjkata
KLM, np.. |AB| = |KL|, |BC| = |KM]|, |CA| = |[ML].

b) cecha przystawania ,bok—kat-bok” dla tréjkgtow ABC i KLM:

dtugosci dwoch bokéw tréjkgta ABC s rowne odpowiednim diugosciom dwéch bokow
trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokéw sg przystajgce, np.: |AB| = |KL]|,
|BC| = |[KM| i |#ABC| = |4LKM|.

c) cecha przystawania ,kat-bok—kat” dla tréjkatow ABC i KLM:

dtugos¢ jednego boku tréjkgta ABC jest réwna diugosci jednego boku tréjkata KLM
i katy przylegte do tego boku trojkgta ABC sa przystajgce do odpowiednich katow
przylegtych do odpowiedniego boku tréjkgta KLM, np.:

|ABAC| = |4KLM| i |4ABC| = |4LKM| i |AB| = |KL]|.

Cechy podobienstwa trojkatow
C

A B K L

a) cecha podobienstwa ,bok—bok—bok” dla tréjkatow ABC i KLM:

dtugosci bokéw trojkgta ABC sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci bokow

trojkata KLM, np.: ||KL|| _ ||LM|| _ ||MK||'

b) cecha podobienstwa ,bok-kat-bok” dla tréjkatow ABC i KLM:

dtugosci dwoch bokéw tréjkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci
dwéch bokow trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokéw sg przystajgce, np.:
|AB| _ AC] _
KL~ JKM| i |4BAC| = |4LKM|.

c) cecha podobienstwa ,kat-kat—kat” dla tréjkgtow ABC i KLM:

katy trojkgta ABC sg przystajgce do odpowiednich katow tréjkata KLM, np.:
|ABAC| = |4LKM| i |4ABC| = |4KLM| i |4ACB| = |4KML|.

17



Twierdzenie Talesa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

Roézne proste AB i CD przecinajg sie w punkcie P, przy czym spetniony jest jeden
z warunkéw:

—punkt A lezy wewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy wewnatrz odcinka PD
LUB
—punkt A lezy na zewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy na zewnatrz odcinka PD.

. .. |AB| _|CD] . ]
Jezeli P4] = |PC| , toproste AC i BD sa rownolegte.
Jezeli proste AC i BD saréwnolegte, to % = % .

Twierdzenie o dwusiecznej kata

Jezeli dwusieczna kata wewnetrznego (zewnetrznego) trojkgta ABC poprowadzona
z wierzchotka C przecina prostg zawierajgcg odcinek AB w punkcie D, to

|AD| _ |AC|
|BD|  |BC|

Koto

Pole P kota o promieniu r jest rowne:

P =nr?

Obwdd L kofa o promieniu r jest rowny:

L =2nr

18



Wycinek kota

Pole P wycinka kota o promieniu r i kacie srodkowym «
wyrazonym w stopniach jest réwne:

a

P= 2
360°

*Ir

Dtugos¢ L tuku AB wycinka kota o promieniu 7 ikgcie sSrodkowym
a wyrazonym w stopniach jest réwna:

Katy w okregu
Miara kata wpisanego w okrgg o srodku O jest rowna potowie
miary kata srodkowego, opartego na tym samym tuku. |

W szczegdlnosci kat wpisany oparty na potokregu jest katem
prostym.

\7

Miary katow wpisanych w okrag o srodku O, opartych na tym
samym tuku, sg rowne.

Twierdzenie o kacie miedzy stycznag i cieciwg

Dany jest okrag o srodku w punkcie O icieciwa AB tego okregu. Prosta AC jest styczna
do tego okregu w punkcie A, natomiast punkt P lezy na tym okregu i nie nalezy do
kata CAB. Wtedy

|#APB| = |4#CAB| i |4AOB|=2-|4CAB]|

przy czym wybieramy ten z katow srodkowych AOB, ktéry jest oparty na tuku znajdujgcym
sie wewnatrz kata CAB.

19



e Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg sie w punkcie P, to

A

|PA| = |PB|

e Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej

Dane sa: prosta przecinajgca okrgg w punktach A i B oraz prosta styczna do tego okregu
w punkcie C. Jezeli proste te przecinajg sie w punkcie P, to

|PA| - |PB| = |PC|?

B
A
P
C N
o Czworokaty
Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw réwnolegtych. b

Wz6r na pole P trapezu:

P_a+b L
2
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Réwnolegtobok — czworokat, ktéry ma dwie pary bokow réwnolegtych.
W?zory na pole P réwnolegtoboku:

h P=a-b-sina

N[ = Q

P
P =

-|AC| - |BD| - siny

Romb — czworokat, ktéry ma wszystkie boki jednakowej dtugosci.
Wzory na pole P rombu:

P =ah P =a? sina

1
P =+ |AC| - |BD|

Deltoid — czworokat wypukty, ktéry ma os symetrii zawierajaca jedng z przekatnych.
Wz6r na pole P deltoidu:

1
P = |AC|-|BD|

e Okrag opisany na czworokacie

Na czworokgcie mozna opisa¢ okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego
przeciwlegtych katéw wewnetrznych sg rowne 180°.

at+y=p+46 v
a+y =180° p + 46 =180°
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e QOkrag wpisany w czworokat

W czworokat wypukly mozna wpisaé okrag
wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci jego
przeciwlegtych bokéw sg rowne.

a+c=b+d

e Pola figur podobnych

Jezelifigura B o polu Pg jest podobna do figury A o polu P4 (réznym od zera) w skali k,
to stosunek pdl tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Pp

= k2
Py

11. GEOMETRIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

e Dilugos¢ odcinka

Dtugosc¢ odcinka AB o koncach w punktach A = (x4, ¥4) 1y, B(xz,¥s)
oraz B = (xg,yp) jestrowna:
S(xs,¥s)
|AB| = /(xg — x4)? + (y5 — ¥a)?
e Wspétrzedne $rodka odcinka A(x4,Ya)

=V

0
Wspotrzedne srodka S = (xg,ys) odcinka AB o kohAcach

w punktach A = (x4,v,4) oraz B = (xg,yg) s rowne:

_ XgtXp _YatYs
Xs = > Vs = )
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Roéwnanie kierunkowe prostej

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi Oy, to mozna YA
opisac jg réwnaniem kierunkowym:
y=ax+b

b
y=ax+b
a »
Liczba a to wspotczynnik kierunkowy proste;. 0 \ x
a=tga

Prosta o réwnaniu y = ax + b przecina o§ Oy w punkcie (0,b).

Réwnanie kierunkowe prostej o danym wspotczynniku kierunkowym a, ktora przechodzi
przez punkt P = (xq,Y):

y=a(x—xp) + ¥

Réwnanie kierunkowe prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4, y,) oraz
B = (xp,y5):

Y —Ya=ax—1x,)
gdzie
_Yp T Vs
R gdy xp # x4

Réwnanie ogdélne prostej

Ax+By+C=0, gdzie ABCERIiA2+B2%0

Jezeli A = 0, to prosta jest rownolegta do osi Ox; jezeli B = 0, to prosta jest rownolegta
do osi Oy;jezeli C = 0, to prosta przechodzi przez poczgtek uktadu wspétrzednych.

Réwnanie ogolne prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x,,y,4) oraz
B = (xp,¥5):

V= ya)(xg —x4) — (g —ya) (x —x4) = 0
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Proste rownolegte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y=a;x+b; oraz y=a,x+b, s3
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

a, = a;

Dwie proste o réwnaniach ogdéinych A;x + By +(C; =0 oraz A,x+B,y+(C, =0 sa
réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Al'BZ—AZ'Bl=0

Proste prostopadte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y=a;x+b; oraz y=a,x+b, s3
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

al'a2=—1

Dwie proste o réwnaniach ogoinych A;x + By +(C; =0 oraz A,x+B,y+(C, =0 sa
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Al.A2+Bl'B2:0

Odlegtos$¢ punktu od prostej

Odlegtos¢ d punktu P(xg,y,) od prostej o rownaniu ogéinym Ax + By + C =0 jest
réwna:

|A‘xO+B‘yo+C|
d =
VA% 1 B2

Réwnanie okregu

Roéwnanie okregu o $rodku S = (a, b) i promieniu r > 0 w postaci kanonicznej:

(x—a)®>+ (y—b)* =r?

Roéwnanie okregu o $rodku S = (a, b) ipromieniu r > 0 w postaci ogoélnej:

x2+y?—2ax—2by+c=0

gdzie ¢ = a? + b? —r2.
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Wspodirzedne wektora, dtugo$¢ wektora, dziatania na wektorach

Dane sg punkty A = (x4,y4) oraz B = (xg yg). Wspotrzedne wektora AB
w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych zaczepionego w punkcie A:

AB = [Xg — X4, Y5 — Yal

Jezeli U = [uq,u,] oraz v = [v,,v,] sg wektoramioraz a € R, to:

U+V=[u; +vy,uy + vy a-u=[a u,a-uy]

Dilugoscig |u| wektora u = [u;,u,] nazywamy liczbe

il = v (w)? + (u2)?

Przeksztatcenia geometryczne

Przesuniecie o wektor U = [a,b] przeksztaltca punkt P = (x,y) na punkt
P= (x+ ay+Db).

Symetria osiowa Sy, wzgledem osi Ox przeksztatca punkt P = (x,y) na punkt
P'= (x,—y).

Symetria osiowa S, wzgledem osi Oy przeksztatca punkt P = (x,y) na punkt
P'= (—x,y).

Symetria srodkowa Sy wzgledem punktu K = (a,b) przeksztatca punkt P = (x,y) na
punkt P’ = (2a — x,2b — y).

W szczegdolnosci symetria $rodkowa wzgledem poczatku uktadu wspéirzednych
przeksztatca punkt P = (x,y) napunkt P’ = (—x, —y).

Pole trojkata

Pole tréjkgta ABC o wierzchotkach A = (x4, v,4), B = (x5,yg) oraz C = (x¢,yc) jest
rowne:

1
Ppapc = 2 |(xg — x4) Ve — ya) — W — ya) (xc — x4)|
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e \Wspoirzedne srodka masy trojkata

Wspotrzedne $rodka masy S = (xg,ys) trojkata ABC o wierzchotkach A = (x4, y4),
B = (xg,yg) oraz C = (x¢,Y¢), czyli punktu przeciecia jego srodkowych:

_XptXxptXc _YatYptyc
e (e

12. STEREOMETRIA

e Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Prosta k przebija ptaszczyzne w punkcie P pod kagtem ostrym. Prosta [ jest rzutem
prostokatnym prostej k na te ptaszczyzne. Prosta m lezy na tej ptaszczyznie i przechodzi
przez punkt P.

Woéwczas prosta m jest prostopadta do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
prostopadia do prostej [.

Przyjmujemy oznaczenia:

P. — pole powierzchni catkowitej P, — pole powierzchni bocznej
b, — pole podstawy V — objetosé

e Prostopadtoscian

H. G
E[ F
P. =2(ab + bc + ca)
| c
V = abc
Di | C
gdzie a, b, ¢ sgdlugosciami krawedzi prostopadtoscianu b
A a B
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e Graniastostup prosty

] I
: H
F E ! G
V=PF,-h h
. . _ . D
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, Ej-- e
natomiast h — wysokoscig graniastostupa. ¢
A B
o Ostrostup
1
V= § . Pp h

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa.

A B
e Walec

P, = 2mrh /_\

P. =2nr(r+ h)

V =nr?h ,
gdzie h jest wysokoscig walca, O - $rodkiem symetrii , N
podstawy walca, r — promieniem podstawy walca. 0 o----2mmmme-
o Stozek
Py, = mrl
Po=nr(r+1)
1
V ==nr?h
3 nr

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscig, natomiast [ — tworzgcg
stozka. Punkt O jest $rodkiem symetrii podstawy stozka.
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P. = 4nr?
4

V=_nr v
37T

gdzie r jest promieniem kuli, natomiast O — $rodkiem symetrii kuli.

13. KOMBINATORYKA

Permutacije

Liczba wszystkich sposobdéw, na ktére n réznych elementéw mozna ustawi¢ w cigg, jest
rowna nl.

Kombinacje

Liczba wszystkich sposobdw, na ktére sposréd n réznych elementéw mozna wybraé¢ k
elementéw (0 < k < n), jest rowna (7).

Wariacje z powtérzeniami

Liczba wszystkich sposobow, na ktére z n réznych elementéw mozna utworzyé ciag,

sktadajgcy sie z k (niekoniecznie réznych) wyrazéw, jest réwna n*.

Wariacje bez powtdrzen

Liczba wszystkich sposobow, na ktore z n réznych elementéw mozna utworzy¢ ciag,
sktadajgcy sie z k réznych wyrazéw (1 < k < n), jest rowna

n!

(n_—'k)!:n-(n—l)‘...'(n—k‘Fl)
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14. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wiasnos$ci prawdopodobienstwa

0<PA)<1 dla kazdego zdarzenia A c

P(@)=0

P(Q) =1

P(A) < P(B) dla kazdych zdarzen A oraz B takich,ze Ac B c Q
P(A) =1-P(4) gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A c ()
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) dla dowolnych zdarzen A, B c Q
P(AUB) < P(A) + P(B) dla dowolnych zdarzen A, B c Q

Twierdzenie (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)

Niech () bedzie skonczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia
losowego. Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe sg jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A jest rowne

p(ay =141
2]

gdzie |A| oznacza liczbe zdarzenh elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu losowemu A,
natomiast || — liczbe elementéw zbioru Q.

Schemat Bernoullego

Probg Bernoullego nazywamy doswiadczenie losowe, w ktorym otrzymujemy jeden
z dwdch mozliwych wynikéw. Jeden z nich nazywamy sukcesem, a drugi — porazka. Jezeli
prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p, to prawdopodobienstwo porazki jest rowne

q=1-p.
Schematem Bernoullego nazywamy cigg niezaleznych powtdrzen préb Bernoullego.

W schemacie Bernoullego prawdopodobienstwo P, (k) uzyskaniaw n prébach doktadnie
k sukcesow (0 < k < n) jest rowne

Po(k) = (Z) SR A
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A, B bedg zdarzeniami losowymi zawartymi w Q, przy czym P(B) > 0.
Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A pod warunkiem zaistnienia
zdarzenia B nazywamy liczbe

P(ANB)

PAIB) = =5 s

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Jezeli zdarzenia losowe B4, B,, ..., B, zawarte w () spefniajg warunki:

1. By, By, ..., B, sgparamiroztgczne, tzn. BiNB;j=@ dlai#j,1<i<n,1<j<n
2.BijUB,U ..UB, =Q

3.P(B))>0dlal1<i<n

to dla kazdego zdarzenia losowego A c () prawdziwa jest rownosc

P(A) = P(A|B,) - P(B1) + P(A|By) - P(Bz) + ...+ P(A[By) - P(By)

Twierdzenie Bayesa

Jezeli zdarzenia losowe A, By, B,, ..., B, zawarte w () spetniajg warunki:

1. By, By, ..., B, sg paramiroztgczne, tzn. B; N B; = Pdai#j,l1<i<n1<j<n
2.BjUB,U ..UB, =Q

3.P(B))>0dal1<i<n

4.P(A) >0

to dla kazdego k (1 < k < n) prawdziwa jest rownos¢

P(By) - P(A|By)

P(By|A) = P(A|B;) - P(B;) + P(A|By) - P(B,) + ...+ P(A|B,) - P(B,)

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej

Niech X bedzie zmienng losowg o wartosciach xq, x,, ..., X, € R, okreslong na zbiorze (1,
przy czym P({w:w € Q oraz X(w) = x;}) = p; dla 1 < i < n. Wartoscig oczekiwang
zmiennej losowej X nazywamy liczbe

EX)=x1-py+x3 D2+ + %y Dp
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15. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna a zliczb a4, a,, ..., a, jestrowna:

a,+a,+ ..+a,

a=
n

Srednia geometryczna

Srednia geometryczna g z liczb nieujemnych a,, a,, ..., a, jest réwna:

g=1ai-az-.-a,

Srednia kwadratowa

Srednia kwadratowa k z liczb a, as, ..., a, jestréwna

n

. j(al)z T (ay)? + - (an)?

Nieréwnosci miedzy Srednimi liczbowymi

Niech a4, a,, ..., a,, beda liczbami nieujemnymi. Wtedy (przy powyzszych oznaczeniach)
prawdziwe sg nierownosci:

k>a>g

Ponadto réwnos¢ pomiedzy tymi srednimi liczbowymi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a1 = az = ...= an.

Srednia wazona

Sredniawazona § zliczb a4, a,, ..., a,, ktérym przypisano dodatnie wagi — odpowiednio:
Wi, Wa, ..., Wy, jest rowna:

wy-agt+wy-a+ o+ w,a,

s =
Wy + Wy + ot w,
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¢ Mediana

Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n  danych liczbowych
a, a,, ..., a, jest:

—dla n nieparzystych: an+1 (Srodkowy wyraz ciggu)
2

—dla n parzystych: % . (ag + an +1) (Srednia arytmetyczna dwéch Srodkowych
2 2

wyrazow ciggu)

¢ Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja a2 danych liczbowych aq, a,, ..., a,, o $redniej arytmetycznej a jest réwna:

o2 = (a; —@)?* + (ay —@)* + ..+ (a, — @)

n

Prawdziwa jest tez rownos¢:

(a1)* + (a)* + ... +(an)2
n

g% =

- (@)?

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z warianciji:

n

B J(a1 — D2+ (@ = @)%+ ot (ay — @)?

16. POCHODNA FUNKCJI

e Pochodna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkciji. Pochodna funkciji zZtozonej

c-f)]' =c-f'(x) daceR
f)+g@]" =f'(x)+4g'(x)

fG) =g = f'(x) —g'(x)

fG) - g =f'(x)- g0+ () - g'(x)

l (x)l ') - g —fx)-g'(x)
g(x) [g()]?

[9(f)] =g'(F)  f'0)

[
[
[
[

gdy g(x) # 0
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¢ Pochodne wybranych funkcii

Niech a, b, c, r bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

G =c f@ =0
Fx) = ax+b Fx) =a
F(xX) = ax? +bx +c F(x) = 2ax + b
) =¥ fa@=r 2
) =1 fe=-=
G =z F@ =5z
FOx) = sinx F1(x) = cos x
£(x) = cosx F1(x) = —sinx
£) = tgx F0) = s
f(x) =e* f'(x) = e*

gdzie e jestliczbg Eulera; e = 2,72

¢ Rodéwnanie stycznej

Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie x,, to réwnanie stycznej do wykresu funkcji f

w punkcie (xo, f(xy)) dane jest wzorem

y = a(x —x) + f(x0)
gdzie
a = f'(xo)
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17. TABLICA WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

o [°] sin a cos o tga
0 0,0000 1,0000 0,0000
1 0,0175 0,9998 0,0175
2 0,0349 0,9994 0,0349
3 0,0523 0,9986 0,0524
4 0,0698 0,9976 0,0699
5 0,0872 0,9962 0,0875
6 0,1045 0,9945 0,1051
7 0,1219 0,9925 0,1228
8 0,1392 0,9903 0,1405
9 0,1564 0,9877 0,1584
10 0,1736 0,9848 0,1763
11 0,1908 0,9816 0,1944
12 0,2079 0,9781 0,2126
13 0,2250 0,9744 0,2309
14 0,2419 0,9703 0,2493
15 0,2588 0,9659 0,2679
16 0,2756 0,9613 0,2867
17 0,2924 0,9563 0,3057
18 0,3090 0,9511 0,3249
19 0,3256 0,9455 0,3443

20 0,3420 0,9397 0,3640
21 0,3584 0,9336 0,3839
22 0,3746 0,9272 0,4040
23 0,3907 0,9205 0,4245
24 0,4067 0,9135 0,4452
25 0,4226 0,9063 0,4663
26 0,4384 0,8988 0,4877
27 0,4540 0,8910 0,5095
28 0,4695 0,8829 0,5317
29 0,4848 0,8746 0,5543
30 0,5000 0,8660 0,5774
31 0,5150 0,8572 0,6009
32 0,5299 0,8480 0,6249
33 0,5446 0,8387 0,6494
34 0,5592 0,8290 0,6745
35 0,5736 0,8192 0,7002
36 0,5878 0,8090 0,7265
37 0,6018 0,7986 0,7536
38 0,6157 0,7880 0,7813
39 0,6293 0,7771 0,8098
40 0,6428 0,7660 0,8391
41 0,6561 0,7547 0,8693
42 0,6691 0,7431 0,9004
43 0,6820 0,7314 0,9325
44 0,6947 0,7193 0,9657
45 0,7071 0,7071 1,0000
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o [°] sin a cos o tga
45 0,7071 0,7071 1,0000
46 0,7193 0,6947 1,0355
47 0,7314 0,6820 1,0724
48 0,7431 0,6691 1,1106
49 0,7547 0,6561 1,1504
50 0,7660 0,6428 1,1918
51 0,7771 0,6293 1,2349
52 0,7880 0,6157 1,2799
53 0,7986 0,6018 1,3270
54 0,8090 0,5878 1,3764
55 0,8192 0,5736 1,4281
56 0,8290 0,5592 1,4826
57 0,8387 0,5446 1,5399
58 0,8480 0,5299 1,6003
59 0,8572 0,5150 1,6643
60 0,8660 0,5000 1,7321
61 0,8746 0,4848 1,8040
62 0,8829 0,4695 1,8807
63 0,8910 0,4540 1,9626
64 0,8988 0,4384 2,0503
65 0,9063 0,4226 2,1445
66 0,9135 0,4067 2,2460
67 0,9205 0,3907 2,3559
68 0,9272 0,3746 2,4751
69 0,9336 0,3584 2,6051
70 0,9397 0,3420 2,7475
71 0,9455 0,3256 2,9042
72 0,9511 0,3090 3,0777
73 0,9563 0,2924 3,2709
74 0,9613 0,2756 3,4874
75 0,9659 0,2588 3,7321
76 0,9703 0,2419 4,0108
77 0,9744 0,2250 4,3315
78 0,9781 0,2079 4,7046
79 0,9816 0,1908 5,1446
80 0,9848 0,1736 56713
81 0,9877 0,1564 6,3138
82 0,9903 0,1392 7,1154
83 0,9925 0,1219 8,1443
84 0,9945 0,1045 9,5144
85 0,9962 0,0872 11,4301
86 0,9976 0,0698 14,3007
87 0,9986 0,0523 19,0811
88 0,9994 0,0349 28,6363
89 0,9998 0,0175 57,2900
90 1,0000 0,0000 -







Centralna Komisja Egzaminacyjna

ul. J6zefa Lewartowskiego 6, 00-190 Warszawa
tel. 22 536 65 00

sekretariat@cke.gov.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Gdansku
ul. Na Stoku 49, 80-874 Gdansk

tel. 58 320 55 90

komisja@oke.gda.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Jaworznie
ul. Adama Mickiewicza 4, 43-600 Jaworzno

tel. 32616 3399

oke@oke.jaworzno.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Krakowie
0s. Szkolne 37, 31-978 Krakow

tel. 12 683 21 99

oke@oke.krakow.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w tomzy
al. Legionow 9, 18-400 tomza

tel. 86 47371 20

sekretariat@oke.lomza.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w todzi
ul. Ksawerego Praussa 4, 94-203 £6dz

tel. 42 634 91 33

sekretariat@lodz.oke.gov.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Poznaniu
ul. Gronowa 22, 61-655 Poznan

tel. 61 854 01 60

sekretariat@oke.poznan.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Warszawie
pl. Europejski 3, 00-844 Warszawa

tel. 22 457 03 35

info@oke.waw.pl

Okregowa Komisja Egzaminacyjna we Wroctawiu
ul. Tadeusza Zielinskiego 57, 53-533 Wroctaw

tel. 71 78518 94

sekretariat@oke.wroc.pl






